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EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. IIbis 
VON 
J. RIDDER 
(Communicated at the meeting of October 31, 1964) 
§ 10. Lemma (im Sinne von Sierpinski). E sei eine Teilmenge von 
io (a, b), mit /la,T(E) >0, fUr deren Punkte x: 1° T[{x}]=O ist; 2° ein 
rechtsseitiges offenes Intervall i(x) - (x, b(x)) C (a, b), mit T[{b(x)}]=O, 
T[(x,b(x))]>O, existiert. Dann gibt es bei /la,T(E»B>O endlich viele 
disjunkte Intervalle i(Xl), ... , i(Xk) dieser Art, welche auch keine gemein-
samen Endpunkte haben, und eine Menge W bilden mit 
/la,T(E-E. W)<B. 
Beweis. Fur die natiirliche Zahl n sei E(n) die Teilmenge von E, zu 
deren Punkten x Intervalle i(x), wie im Lemma angedeutet, mit 
T[i(x)] > l/n gehoren. Dann ist 
E =E(l) + ... +E(n) + ... , und E(l) ~ E(2) ~ ... ~ E(n) ~ ... 
Nach Theorem 8 (§ 6) gibt es somit eine natiirliche Zahl 11 mit 
( 43) 
1st al untere-, bl obere Grenze der Menge EM, so ist 
a~al <bl~b und '" - T[(al, bl )] > O. 
Nehmen wir n=B/2('II.",+I), so gibt es einen Punkt ~l EE(v) mit al~~l 
und T[(al' ~l)]<n; dabei ist dann T[(~l, b(~l))]>I/'II. 
Gibt es Punkte x E E(v) und >b(~l), so sei a2 ihre untere Grenze. Zwei 
FaIle sind dabei moglich: 1 ° a2 > b( ~l); dann la13t sich ein Punkt ~2 E E(v) 
mit a2 ~ ~2 und T[(a2, ~2)] <n wahlen; es ist T[(~2, b(~2))] > 1/'11; 2° a2 = b(~l); 
wieder la13t sich ein Punkt ~2 E E(v) wahlen, nun mit a2 < ~2 und T[(a2' 
~2)] < n; es ist T[(~2' b(~2))] > 1/11. 
So fortfahrend werden endlich viele disjunkte Intervalle (~j, b(~j)) ohne 
gemeinsame Endpunkte und mit T[(~j, b(~j))] > 1/'11 erhalten (j = 1, ... , N), 
jedenfalls aIle bis auf das Nte vollstandig enthalten in [al, b!], wodurch 
N-l ! T[(~j, b(~j))] <T[(al, bl )] oder "'. 
i=l 
Somit ist 
(44) (N -1) .1/'11<'" oder N <11''''+ 1. 
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Bis auf endlich viele Punkte x mit T[ {x}] = ° ist E(v) enthalten in der 
Summe V der Intervalle (aj, ~j) zusammen mit der Summe W der Intervalle 
(~j, b(~j)). Also ist 
(45) !la,T(E(v))~!la,T[E·(V + W)]. 
Aus der Definition von !la,T (§ 4) und dem Aufbau von V + W aus 
endlich vielen offenen disjunkten Teilintervallen von io folgt 
!la,T(E) = !la, dE . (V + W)] + !la, dE -E· (V + W)]. 
Also ist, mit (45) und (43), 
!la,T[E -E· (V + W)] ~!la,T(E) - !la,T(E(v)) <812, 
wodurch mit (44) folgt 
!la,dE -E· W]~!la,T[E-E· (V + W)] + 
8 
+ !la,T(V) <812 + N ·'rj=812 + N . 2(v.u+ 1) <812 +812 =8. 
Definition. Fur eine in den offenen Teilintervallen i von io definierte 
Intervallfunktion P(i) gibt es im Punkte x E i o, mit T[{x}]=O, eine Ab-
leitung in bezug aut T, DT;xP, falls der Grenzwert 
r P[i(x)] 
i(~~'" T [i(x)] 
existiert, wobei i(x) E io Umgebung von x, mit Endpunkten vom T-MaB 
Null und T[i(x)] # 0, und sich in x zusammenziehend; die Ableitung sei 
dann gleich diesem Grenzwerte. Gibt es Umgebungen von x mit T[i(x)] = 0, 
so solI auch P[i(x)]=O sein, und betrachte man die Ableitung als exis-
tierend, jedoch unbestimmt. 
Theorem 14. In den Punkten x von io, mit T[{x}]=O, ausgenommen 
eine Teilmenge A mit !la,T(A) = 0, hat das unbestimmte allgemeine R-
Integral I dt; i] - fd dT, mit i ~ io, eine Ableitung in bezug auf T 
gleich t(x). 
Beweis. Damit in einem Punkte x wie im Theorem DT;xIT[f; i] 
existiere und dabei gleich dem endlichen t(x) sei, ist notwendig und hin-
reichend, daB fUr Intervalle (x, xr ) und (Xl, x), mit T[{xr}]=T[{XI}]=O 
und Xr --+ x, Xl --+ x, gilt 
hI 1· IT[f;(x,Xr)]_t( )21) sowo 1m T[( )] - X 
"'r-7'" x, Xr 
. l' IT[f;(XI,X)] t()21) wle 1m = X. 
"'1-7", T[(XI, x)] 
1m entgegengesetzten Fall gibt es vier Moglichkeiten: 10 es gibt ein 
21) Einer der Grenzwerte kann dabei unbestimmt sein. 
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e(x) > ° und eine Folge {xr(n)} von abnehmend gegen x konvergierenden 
punkten xr(n»x und mit T[(x, xr(n»)]#o, T[{xr(n)}]=o, fur die: 
IT[f;(x,xr(n»)] -t(x»e(x) (n=I, 2, ... ); 
T[(x,xr(n»)] 
2° wie unter 1 ° jedoch mit 
(n=I, 2, ... ); 
3° es gibt ein e(x) > ° und eine Folge {xz(n)} von zunehmend gegen x 
konvergierenden Punkten xz(n)<x und mit T[(xz(n), x)]#O, T[{xz(n)}] =0, 
fUr die: 
IT[f;(xz(n),x)] -t(x»e(x) (n=I, 2, ... ); 
T[(xz(n), x)] 
4° wie unter 3° jedoch mit 
IT[f;(xz(n),x)] -t(x)< -e(x) 
T[(xz(n),x)] (n= 1,2, ... ). 
Wenn AI, A 2, A 3 , A4 die Teilmengen von io sind, in deren Punkten bzw. 
1°, 2°, 3°, 4° erfullt wird, und wenn die Behauptung des Theorems un-
richtig ist, so ist fur mindestens eine der Mengen Aj p'a,T(Aj ) >0; nehmen 
wir an, daB dies fur Al der Fall sei. 
Das im Anfang des Beweises des Lemmas angewandte Verfahren zeigt 
hier, bei ,ua,T(AI»e>O, die Existenz einer Teilmenge HI von Al und 
einer naturlichen Zahl v, mit 
(46) ,ua,T(HI»!e, und e(x»Ijv fur jeden Punkt x EHI , 
wobei e(x) [mit {xr(n)} (n=I, 2, ... )] die gleiche Bedeutung wie unter 1° 
hat. 
Nach § 1 (insbes. Bem. 2) gibt es, bei E die Menge der abzahlbar vielen 
Punkte x von io mit T [{x}] # 0, eine Folge von endlichen Mengen 
EO(I) ~ ... ~ EO(k) ~ ... , mit lim EO(k) =E, und eine Folge 
mit 
(47) IT[f; io] oder SiotdT=lim F[f; {2{(k) [io], EO(k); T}]. 
Zu jedem x E HI gibt es eine natiirliche Zahl n(x; 1) mit (x, xrn(x;I\) in 
der x durch 2{(I) rio] zugewiesenen Umgebung liegend, und keine Trennungs-
punkte von {2{(I) [io], Eo(l); T}-Zerlegungen enthaltend; auch gibt es zu 
dem x eine natiirliche Zahl n(x; 2»n(x; 1) mit (x, xrn(x,2») in der x durch 
2{(2) [io] zugewiesenen Umgebung, und keine Trennungspunkte von 
{2{(2) [io], E O(2); T}-Zerlegungen enthaltend; u.s.w. fUr k=3, 4, .... 
Wenden wir das Lemma auf die den Punkten x von H 1 zugewiesenen 
3 Series A 
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Intervalle i(x; p) - (x, xrn(x,p») an (p fest), so folgt mit (46) die Existenz 
von endlich vielen Intervallen i(Xl(P); p), i(X2(P); p), ... , i(x!!i1); p), disjunkt 
und ohne gemeinsame Endpunkte, die eine Menge Wp bilden mit 
!1a,T(H1 -H1 · Wp)< i-s, so mit !1T(Wp)~!1a,T(Hl' Wp»i-s; 
wegen 10 und (46) ist dadurch 
k(p) k(p) JJ T[f; i(x/p); p)] - L t(x/p») ·T[i(xj(p); p)] > I/v· !1T( W p) > s/4v. 
i~l i~l 
Da fur die Endpunkte Xl(P), ... , x!!ib) T[{x/P)}]=O ist, und das unbe-
stimmte Integral in jedem dieser Punkte im Sinne von Theorem 5 stetig 
ist, gibt es zu jedem Intervall i(x/p); p) durch Erweiterung auf der linken 
Seite ein Xj(P) enthaltendes Intervall i*(x/p); p), wobei der linke Endpunkt 
T-MaB Null hat, und die verschiedenen Intervalle noch immer disjunkt 
sind, und in den durch I!(p)[io] den Xj(p) zugewiesenen Umgebungen liegen, 
wahrend doch auch 
k(p) k(p) 
(4S) LIT[f; i*(x/p); p)]- Lt(x/P»).T[i*(xj(p); p)]>s/Sv 
i~l i~l 
ist, und jedes i*(xj(p); p) wieder keine Trennungspunkte von {I!(P) [io], 
Eo(p); T}-Zerlegungen enthalt. 
Zu jedem Paar I!(p) [io], Eo(p) gibt es nun eine {I!(P) [io], Eo(p); T}-
Zerlegung, bei welcher die beliebig wenig eingekurzten Intervalle i*(x/P); p) 
und weitere Teilintervalle von io sich derartig wahlen lassen, daB die 
zugehorige Summe (1) (von § 1) wegen (4S) um einen Betrag >s/I6v 
von I dt; i o] nach unten abweicht. 22) Da dies fur jede naturliche Zahl p 
zutrifft, kommen wir zu einem Widerspruch mit (47). 
Definition. Bei einer fUr die zum Mengenkorper K gehorenden Teil-
mengen von io definierten Mengenfunktion lJ' gibt es in einem Punkte 
~ E io mit T[{~}l*O immer eine Abteitung in bezug aut T, DT;r;lJ', welche 
gleich 
genommen wird. 
The 0 rem 1 4 b is. In den Punkten x von i o, ausgenommen eine Teil-
menge A mit !1a,T(A) = 0, hat das unbestimmte allgemeine R. Integral 
Idt; H], definiert fur die zu K (§ 1) gehOrenden Teilmengen H von i o, 
eine Ableitung in bezug auf T gleich t(x). 
Folgt aus Theorem 14 und der letzten Definition zusammen mit Def. 
E (§ IbiS). 
22) Man beachte hier, daB T= 0 ist fUr die Endpunkte eines i*(xj;p), und daB 
aus der Integrierbarkeit tiber io die tiber jedes Teilintervall folgt. 
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Folgerung. Hat eine Funktion t fiir die zU](o (§ 1) gehOrenden Teil-
mengen von io ein allgemeines T-Integral identisch Null, so ist t in io 
identisch Null bis auf eine Teilmenge A mit ,ua,T(A) = 0. 
§ 10bis. Definition *. Fiir eine in den offenen Teilintervallen i von 
io definierte Intervallfunktion lJf(i) gibt es im Punkte x E io, mit T[{x}] = 0, 
eine Ableitung in bezug aut (jj, D.p;",lJf, falls der Grenzwert 
r lJf[i(x)] 
i("~~'" (jj [i(x)] 
existiert, wobei i(x) E io Umgebung von x, mit Endpunkten vom T-MaBe 
Null und (jj[i(x)lfO, und i(x) sich in x zusammenziehend; die Ableitung 
sei dann gleich dies em Grenzwerte. Gibt es Umgebungen von x mit 
T[i(x)]=O, so soIl auch lJf[i(x)]=O sein, und betrachte man die (jj-Ab-
leitung als existierend, jedoch unbestimmt. 
Theorem 14 *. cu(x) sei die charakteristische Funktion einer all-
gemein (jj- (und somit auch G-, Igl- und T-) meBbaren Menge U E io 
(Def. D oder Def. Dbis und § 4, erstes KoroIlar). In den Punkten x von io 
mit T[{x}]=O, ausgenommen eine Teilmenge A mit ,ua,T(A) =0, hat dann 
das unbestimmte allgemeine R-Integral I.p[cu; i] - Sicud(jj, mit i~io, 
eine Ableitung in bezug auf (jj gleich cu(x). 
Beweis. Aus der Theorie der Funktionen von beschrankter Variation 
geht hervor, daB in jedem Punkt x Eio, mit T[{x}]=O, ausgenommen 
diejenigen einer Menge M mit mT(M) = 0, also umsomehr ,uT(M) = ° (§ 4), 
die Ableitung DT;x(jj existiert, und entweder + 1 oder - 1 ist. 23) Es sei 
~ E io-M -N, wobei N die Menge der Punkte, in welchen es keine T-
Ableitung von I T[CU; i] gleich Cu gibt [also (nach Th. 14) auch ,uT(N) = 0]. 
Nun sei DT;~(jj= + 1; dann folgt 
(49) r Igl [i(~)] - ° i(~~~~ G[i(~)] - . 
Mit Ip[cu; i]=IG[cu; i]+IJU1[cu; i] folgt auch: 
(50) (~)_ r IT[cu; i(~)] _ r IG[cu; i(~)]+IJUI[cu; i(~)] 
Cu -i(~~~~ T[i(~)] - i(~~~~ G[i(~)] + Igl [i(~)] 
Aus (49) und (50) laBt sich ableiten: 
lim IG[c~; i(~)] = cu(~). 
iW--+~ G[2(~)] 
Dies mit (49) liefert weiter: 
r I.p[cu; i(~)] _ 1· IG[cu; i(~)] 1· IIYI[cu;i(~)] - (I:) 0- (I:) i(~~~~ (jj[i(~)] - i(;~~' (jj[i(~)] - i(~~~e (jj[i(~)] - Cu ,,- -cu,,· 
23) Siehe H. LEBESGUE, Leyons sur l'integration et la recherche des fonctions 
primitives, 2e ed. 1928, S. 259, 260. 
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Eine analoge Ableitung liefert auch Dq,;;Iq,[cu; i] =cu(~) bei DT;{P= -I. 
Be mer k u n g . Theorem 14* und Beweis lassen sich verallgemeinern 
auf den Fall einer in io beschrankten, in bezug auf <I> allgemein R-inte-
grierbaren Funktion I. 
Definition *. Zu einer flir die zum Mengenkorper K gehorenden 
Teilmengen von io definierten Mengenfunktion lJI gibt es in einem Punkte 
~ E io mit T[g}]#O immer eine Ableitung in bezug auf <1>, Dq,;elJl, welche 
gleich 
gesetzt wird. 
lJI[{;} ] 
<I> [{;}] 
Theorem I4*bis. Bei Cu wie in Theorem 14* hat das unbestimmte 
allgemeine R-1ntegral Jq,[cu; H], definiert fur die zu K (§ 1) gehOrenden 
Teilmengen H von i o, in den Punkten x von i o, ausgenommen eine Teil-
menge A mit /la,T(A) = 0, eine <I>-Ableitung gleich cu(x). 
Bemerkung. Auch hier gibt es eine Verallgemeinerung auf den Fall 
einer in io beschrankten, in bezug auf <I> allgemein R-integrierbaren 
Funktion I. 1st somit fur eine derartige Funktion J q, [f; H] ° fur die 
Mengen HE K o, ~ i o, so gibt es eine Menge Ao C io mit /la,T(A o) = ° und 
I - ° auf io-Ao. 
§ II. Definition. Eine auf einer Menge A E sr (io; T) (§ 8bis) defi-
nierte Funktion I heiBt allgemein T-mepbar aul A, wenn flir beliebiges 
endliches a die Teilmenge A(f>a) ein allgemeines T-MaB hat. 
Von den aus dieser Definition und den Eigenschaften des allgemeinen 
T-MaBes (insbes. dem Korollar von § 8biS) in bekannter Weise 24) her-
vorgehenden Theoremen geben wir in diesem Par. die Theoreme 15 bis 17 
und zugehoriges Korollar. 
Theorem 15. 1st I(x)=c in den Punkten einer Menge A E sr (io; T), 
so ist I allgemein T-meBbar in A (c endlich oder -<Xl oder + <Xl). 
Definition. Eine auf einer Menge A ~ io definierte Funktion I heiBt 
Treppenlunktion, wenn A in endlich viele Mengen Aj(j = 1, ... , k) E Ko 
(§ 1) zedegt werden kann, auf deren jeder I konstant ist (dann ist auch 
A EK). 
Korollar. Eine Treppenfunktion ist allgemein T-meBbar auf ihrer 
Definitionsmenge. 
Theorem 16. lund g seien endlich und allgemein T-meBbar auf 
A E sr (io; T). Dann ist jede der Funktionen I+g, I-g, /-g allgemein 
T-meBbar auf A, und, bei g#O, auch fig. 
24) Siehe etwa I. R. NATANSON, Theorie der Funktionen einer reellen Verander-
lichen, 1954, S. 88-93. 
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Theorem 17. Die In (n= 1,2, ... ) seien allgemein T-me13bar auf 
A c Sf (io; T). Existiert in den Punkten von A, eine Teilmenge H mit 
flT(H) = 0 ausgenommen, I(x) = lim In(x), so ist I allgemein T-me13bar auf 
n-+oo 
A; dabei lege man I in den Punkten von H willkfirliche Werte bei. 
Theorem 18a . Hat die Funktion I ein allgemeines R-Integral in 
bezug auf T fiber io, so ist lauch allgemein T-me13bar auf io. 
Be wei s . Z u einer nach Null kon vergierenden Folge 
.s(1».s(2) > ... >.s(k) > ... 
von positiven Zahlen gibt es ffir jedes k eine Zerlegung von io: (a, b) oder 
io=(xo(k), X1(k») + (X1(k), X2(k») + ... +(Xgc~_l' x;;C~) + {X1(k)} + {X2(k)} + ... + 
+{X~~-l}' bei der aIle Punkte x cio mit T[{X}]~.s(k) unter den x/k) vor-
kommen, und T[(X}~l' Xj(k»)] <.s(k) ist (j=1, ... , nk); xo(k)=a, x;;C~=b. Nach 
Theorem 4 ist 
Wir machen eine Treppenfunktion /k in io, mit konstanten Werten III 
den (x}~l> Xj(k»), wobei 
i(x(k) x(k») I dT = i(x(k) x(k») /k dT oder= /k(x) ·T[(X}~l' Xj(k»)], 
,-1' , 1-1' 1 
bei x}~ 1 < X < x/k) , sein solI, und mit /k = I in den Punkten Xj(k) (j = I, ... , 
nk-1). Nach Theorem 14bis und den Definitionen der T-Ableitungen ist 
dann in den Punkten x von io, eine Teilmenge vom allgemeinen T-Ma13 
Null ausgenommen, 
lim Ik(X) = I(x). 
k-+oo 
Mit obigem Korollar und Theorem 17 folgt daraus die allgemeine T-
Me13barkeit von I in io. 
§ 12. Theorem 19. Hat die Funktion I ein Lebesgue-Stieltjes 
Integral fiber io in bezug auf das allgemeine T-Ma13 flT (§ 8biS , Korollar), 
so hat sie auch ein allgemeines Riemann-Integral fiber io in bezug auf T, 
mit 
(51) iiO (LS) I d flT= .rio I dT. 
Spezialfall. Bei I(x) LS-integrierbar in bezug auf das gewohnliche, 
zu T gehOrende LS-Ma13 mT behalt die Behauptung von Theorem 19 
selbstverstandlich ihre Gfiltigkeit. 
Beweis des Theorems. Wegen Theorem 4 genfigt es I~O voraus-
zusetzen. 
1st in den Punkten von io 0 ~ I < n, so ist die Funktion /k, welche in 
den Punkten jeder Teilmenge A(j/2k·n~/<j+1/2k·n) A~!k von io (n, k 
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nattirliche Zahlen; j=O, I, ... , 2k-I) gleich j/2k .n ist, sowohl LS-inte-
grierbar in bezug auf flT wie allgemein Riemann-integrierbar in bezug 
auf T, mit 
2k -1 
Sio(LS)/kdflT= 2j/2k·n·flT[A~\]=(§ 4) Sio/kdT, 
i~O 
woraus mit Theorem 13, b) fUr k --+ <Xl (51) fUr diesen Fall folgt. 
Bei I ~ 0, jedoch nicht beschrankt lal3t sich die Funktion In bilden, 
welche ftir die Punkte, in denen 0 ~ I < n ist, mit I zusammenfallt, und 
gleich n ist III den tibrigen Punkten von i o. N ach dem vorigen Absatz 
ist dann 
woraus dann ftir n --+ <Xl, mit Theorem IObis, (51) auch fUr den allgemeinen 
Fall folgt. 
Mit der Definition Dbis (§ 7) und Theorem 19 folgt: 
Theorem 19 biS . Mit rp beschrankt additiv im Sinne von § I folgt 
aus der Existenz des LS-Integrals einer Funktion I in bezug auf das 
allgemeine rp-Mal3 fl.p - flG- flWI 25) die Existenz des allgemeinen Riemann-
Integrals in bezug auf rp, mit 
Spezialfall. Bei I LS-integrierbar in bezug auf das gewohnliche, zu 
rp gehorende LS-Mal3 1n.p - 1nG-1nWI behalt die Behauptung von 
Theorem 19bis , mit fl.p ersetzt durch 1n.p, ihre Gtiltigkeit. 
The 0 rem I 8 b . Hat eine Funktion I ~ 0 ein allgemeines R-Integral 
tiber io in bezug auf T, so ist sie auch LS-integrierbar tiber io in bezug auf 
das allgemeine T-Mal3 flT, mit 
Beweis. Betrachtungen wie im Beweise von Theorem 18a ftihren, bei 
25) Der Zusammenhang von tP, T, G und g wurde in § 1 angegeben. Nach § Sbl. 
Korollar gibt es einen a-Karper Si' (io; T) von allgemein T-me13baren Teilmengen 
von i o, welche ebenfalls allgemein G- und Igl-me13bar sind, mit !1T(M) = !1G(M) + !1lul(M) 
fUr jede Menge ME Si'(io; T), wie leicht mit den Definitionen von § 4 folgt. Wir 
definierten schon das allgemeine tP-Ma13 !l.p(M) == !1G(M)-!1lul(M). Hat eine auf 
einer solchen Menge M definierte Funktion 1 ein LS-Integral in bezug auf !1T, so 
hat sie es auch in bezug auf !1G und !1lul' wobei dann: JM(LS) f d!1T = JM(LS) 
f d!1G + fM(LS) 1 d !1lul· Man definiere nun fM(LS) fd!1.p == fM(LS) fd!1G - fM(LS) 
Id!1lul. Viele Eigenschaften dieser Integrale folgen unmittelbar aus der in S. SAKS, 
Theory 01 the integral 1937, S. 16-30 gegebenen abstrakten Integrationstheorie; in 
Abweichung von SAKS setzen wir die Integrale immer als endlichwertig voraus. 
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gleichgewahlten Notationen, zu Treppenfunktionen /k mit 
SiO t dT= Sio /Ie dT= Sio(LS) /k dflT= lim Sio(LS) tk dflT~ 
k~oo 
~ 26) Sio(LS) lim /k dflT = Sio(LS) t dflT. 
k-+oo 
~ ist, nach Theorem 19, durch = zu ersetzen. 
Aus Theorem 18b folgt, mit Definition Dbis und FuBn. 25, das 
Theorem 18 C • Hat eine Funktion t~o ein allgemeines R. Integral 
tiber io in bezug auf <P, so ist sie auch LS-integrierbar tiber io in bezug 
auf das allgemeine <P-MaB fl,p, mit 
Spezialfalle der Theoreme 18b , 18C mit flT, fl,p ersetzt durch mT, m,p 
lassen sich vorlaufig ohnemehr nicht behaupten. 
26) Nach SAKS, loco cit. 25), S. 29 (FATOU'S Lemma) und wegen der Existenz 
von lim /1,=1 in den Punkten von io bis auf eine Teilmenge A mit ,uT(A)=O (siehe 
den Beweis von Theorem 18a ). 
